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Résumé 



Soit F un corps fini et soit C une courbe projective et lisse sur F. On 
établit la nullité du troisième groupe de cohomologie non ramifiée du produit 
On ■ X X C pour certaines surfaces projectives et lisses X sur F. Cela s'applique 

en particulier aux surfaces géométriquement rationnelles. 
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1 Introduction 



Soit F un corps fini. Soit V/¥ une variété projective et lisse, géométriquement 
intègre, de dimension 3, munie d'un morphisme f : V ^ C vers une courbe pro- 
jective et lisse sur F. Dans un article récent [8j, Colliot-Thélène et Kalin ont établi 
^ I un lien entre la conjecture de Colliot-Thélène et Sansuc sur les zéro-cycles de degré 

1 sur la fibre générique V^ de / (cf. [7]) et le groupe de cohomologie non ramifiée 
Hl{V,Qi/Zi{2)). Plus précisément : 

Supposons que la conjecture de Tate vaut pour les diviseurs sur V et que 



^ ■ le groupe H^^{V,Qi/Zi{2)) est divisible. S'il existe sur la surface Vrj une 

çS| ' famille de zéro- cycles locaux de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer 

de Vri via l'accouplement de Brauer-Manin (cf. JEip , alors il existe sur 

Vrj un zéro-cycle de degré premier à l. 

r> ' Par conséquent, on s'intéresse à savoir si le groupe if^j.(V, Qi/Z/(2)) est nul 

C^ . pour une telle variété V . Plus généralement, on conjecture ([S] Conjecture 5.6), 

que le troisième groupe de cohomologie non ramifiée s'annule pour une F-variété 
projective et lisse, de dimension 3, géométriquement uniréglée. Pour une variété 
fibrée en coniques au-dessus d'une surface, c'est un théorème de Parimala et Suresh 
|25| . Pour V comme ci-dessus, le premier cas à examiner est celui d'une fibration 
triviale V = X x C où X est une surface géométriquement rationnelle sur F. Dans 
cette note on établit la conjecture pour de telles variétés V . 

Pour k un corps on note k une clôture séparable de k. Si X est une /c-variété, on 
écrit X = X Xf.k. Pour L un corps contenant k, on écrit Xl = X Xj. L. L'énoncé 
principal est le suivant. 



Théorème 1. Soit ¥ un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des va- 
riétés projectives et lisses, géométriquement intègres, définies sur ¥, de dimensions 
respectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C . Faisons les hypothèses : 

(Hl) E\X,0^) = ^; 

(H2) 62(X)_-p(X) = 0; 

(H3) A^S'(X) est sans torsion; 

(H4) AoiXji) = 0. 
Alors 

Hl{XxC,Qi/Zi{2)) = 

pour tout nombre premier l ^ p. 

Les hypothèses du théorème sont vérifiées si X est une surface rationnelle. Elles 
sont aussi satisfaites pour les surfaces K2) supersingulières au sens de Shioda (cf. 
[15j . ces surfaces n'existent qu'en caractéristique positive). 

Pour établir le théorème [T], on procède par diverses réductions. On montre 
d'abord que le groupe de Chow des 0-cycles de degré zéro sur X^ est nul, au 
moins à la p-torsion près. On en déduit que tout élément ^ du groupe 

Hl{X X C^if) C H\W{X X C),/if ) 

provient de Hf^^Xx, fJ^f-^)- Ceci est fait dans la section[2j Dans la section[3l on vérifie 
que pour les cas que l'on considère, les applications résidus sont compatibles à des 
applications bord dans la suite spectrale de Leray. On se ramène ainsi à considérer 
le groupe H%[X x C, Z//), ce qui nous permet de déduire le résultat dans la section 

SI 



1.1 Rappels et notations 

Si A est un groupe abélien et n est un entier, on note A[n\ le sous-groupe de A 
formé par les éléments annulés par n. Pour / un nombre premier on note A{/} le 
sous-groupe de A formé par les éléments de torsion /-primaire. 

Etant donnés un corps k et un entier n inversible sur A;, on note /i„ le /c-schéma 
en groupes (étale) des racines n-ièmes de l'unité. Pour j un entier positif, on note 
H®^ = iXn ® ■ ■ ■ ® l^n {j fois). Lorsque k contient une racine primitive n-iènie de 
l'unité, on a un isomorphisme /i®-^ — )■ Z/n pour tout j. 

Pour X un schéma on note G^ le groupe multiplicatif sur X et le faisceau étale 
ainsi défini. On écrit BrX = if|^(X, Gm) pour le groupe de Brauer cohomologique 
deX. 

Pour X une fc- variété propre, on note Aq{X) le groupe de Chow des 0-cycles de 
degré zéro sur X. On note p{X) = rk(NS {X)) le rang du groupe de Néron-Severi 
de X (cf. |S(;A6) XIII 5.1) et bi{X) = dimQ^H'{X,Qi), l ^ car A;, les nombres de 
Betti. 



Cohomologie non ramifiée. Pour k un corps, F un corps de fonctions sur k, 
n un entier inversible sur A;, i > 1 un entier naturel et j G Z un entier relatif on 
définit 

A 

Dans cette formule, A parcourt les anneaux de valuation discrète de rang un, de 
corps des fractions F, contenant le corps k. Le corps résiduel d'un tel anneau A est 
noté kA et l'application Ôa est l'application résidu. 

Pour X une fc-variété intègre, on note Hl^^{X, n®^) = iï'*j.(A;(X)/A;,/i^-'), où 
k{X) est le corps des fonctions de X. On utilise aussi les groupes /7*j.(X, Q/Z(j)) 
(resp. if*j.(X, Q//Zi(j)) pour / un nombre premier) obtenus par passage à la limite 
inductive. 

Rappels de i^-théorie. Pour X un schéma noethérien et j un entier positif on 
note /Cj le faisceau de Zariski associé au préfaisceau U h> Kj{H^{U, Ou)), le groupe 
Kj{A) étant celui associé par Quillen à l'anneau A. Lorsque X est une variété lisse 
sur un corps k, la conjecture de Gersten, établie par Quillen, permet de calculer les 
groupes de cohomologie de Zariski H^{X,}Cj) comme les groupes de cohomologie 
du complexe de Gersten. Pour j = 2 ce complexe s'écrit 

K2HX) 4 k{x)* ^ Z, (1) 

où l'application d2 est donnée par le symbole modéré et l'application di est obtenue 
par la somme des flèches diviseurs après normalisation des variétés considérées ; le 
groupe K2k{X) coïncide avec le groupe de fC-théorie de Milnor K2^k{X), quotient 
de k{X)*^zk{X)* par le sous-groupe engendré par les éléments a® 6 avec a + b = 1. 
On en déduit que pour X une variété lisse sur un corps A; on a une flèche naturelle 
Fic{X)®k* ^H\X,IC2). 

Corps globaux. Si K est un corps global, on note Q l'ensemble des places de K. 
On note K^ le complété de K en une place v. Pour S un i^-tore, on dispose d'une 
application de restriction H^{K, S) — )■ ni;gn H'^{K^, S). On note 

UI\K, S) = KeT[H\K, S) ^ fl H"{K^, S)]. 

ven 

1.2 Conséquences des hypothèses 

Les propriétés suivantes sont utilisées plusieurs fois dans la suite. 

Proposition 2. Soit X une variété projective et lisse, définie sur un corps sépa- 
rablement clos k. Soit n > un entier, {n,caik) = 1. Supposons que X vérifie les 
hypothèses (Hl) — (H3) du théorèmeUl Alors 

(i) le groupe Pic X est de type fini sans torsion ; 

(a) si k G K une extension de corps séparablement clos, la flèche naturelle 
Pic X — î- Pic Xj^ est un isomorphisme ; 



(iii) H^^{X , fin) = ; on a de plus H^^{X,fin) = si X est une surface; 
(iv) Br X{1} = pour tout l ^ car A; ; 
(v) on a un isomorphisme VicX/n ^ Hj^{X,fin) ; 

(vi) le noyau et le conoyau de l'application naturelle PicX ® A;* — î- H^{X,IC2), 
sont des groupes uniquement divisibles par tout entier premier à car. k. 

Démonstration. L'hypothèse (Hl) imphque qu'on a un isomorphisme PicX -^ 
NS{X) où le groupe NS{X) est un groupe de type fini, et il est sans torsion 
d'après (H3), d'où l'énoncé (i). Ce groupe est invariant par changement des corps 
séparablement clos car c'est le groupe des composantes du schéma de Picard de X, 
d'où (ii). La suite exacte de Kummer 

— )■ /i„, — )■ Gm ~^ Gm 

permet d'identifier le groupe Hj^{X,fin) avec le groupe PicX[n] qui est nul d'après 
(i). Si X est une surface, cela implique que H^^{X,fin) = par dualité de Poin- 
caré ([23] VI.11.2). L'énoncé (iv) est une conséquence des hypothèses (H2) et (H3) 
d'après [IB] II 3.1 et III. 8.3. On déduit alors (v) de la suite de Kummer. L'énoncé 
(vi) est plus délicat, il est démontré par Colliot-Thélène et Raskind [9j, qui uti- 
lisent aussi les conjectures de Weil et les résultats de Merkurjev et Suslin [22j, 
|29] . Soient K le noyau et C le conoyau de l'application PicX ^k*—> H^{X, K,2)- 
Sous l'hypothèse (H2), les énoncés 2.12 et 2.14 de [9| impliquent que K est un 
groupe uniquement divisible par tout entier premier à p et que C est une somme 
directe d'un groupe uniquement divisible par tout entier premier à j9 et du groupe 
®iH^{X,'Li{l)){l], groupe qui est nul d'après l'hypothèse (H3) ([18j II 3.1 et III 
8.3). Notons que si X est une surface géométriquement rationnelle, on peut établir 
{vi) plus facilement (cf. [2j 1.4). D 



2 Zéro-cycles sur Xk et réduction à H^^{Xk, /i®^ 

Proposition 3. Soit ¥ un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des va- 
riétés projectives et lisses, géométriquement intègres, définies sur ¥, de dimensions 
respectives 1 et2. Soit K le corps des fonctions de C. Supposons que la surface X/¥ 
vérifie les hypothèses (Hl) — (H4) du théorèmeUl Alors le groupe de Chow Aq{Xk) 
des zéro-cycles de degré zéro sur Xk est nul, au moins à la p-torsion près. 



Démonstration. Soit G = Gal{¥/¥) le groupe de Galois absolu de F. D'après la 
proposition [21 le G-module PicX est de type fini sans torsion. Soit S le F-tore dual. 
D'après les estimations de Lang-Weil [20J, la surface géométriquement intègre 
X possède un zéro-cycle de degré 1. On dispose alors d'un torseur universel T sur 
X sous S ([12|, 2.2.2 et 2.3.4). À un tel torseur on associe un homomorphisme 

A^{Xk)%H\k,Sk) 



défini pour toute extension (non nécessairement finie) fc/F. Pour x un point fermé 
de Xfc de corps résiduel k{x) on pose ^].{x) = Corfc(2.)/fc([7fc(x)]), où [Tk(x)] est la 
classe du torseur T Xxk{x) dans H^{k{x), Sk(x))- Le fait que cette application passe 
au quotient par l'équivalence rationnelle est démontré dans [10] Prop. 12, p. 198. 
Cette construction est fonctorielle pour les extensions des corps, d'oùun diagramme 
commutatif 



U.M^kJ 




^ 



n*],„ (2) 

H\K,Sk) — ^U.hHk,,SkJ. 

L'image de l'application verticale de droite du diagramme est nulle. En effet, 
soit L une extension finie de K^ et soit i^^ : SpecL — )■ X XfKy l'inclusion du point 
fermé x^ de X^^ de corps résiduel L. Soit Ol l'anneau des entiers de L et soit k le 
corps résiduel de O^. Le morphisme i^^ se prolonge en un morphisme 

Spec Cl -)■ X XiF Spec Ol. 

D'après la construction, $^ (xy) provient alors de la classe du torseur TxjrSpec Ol 
dans Hl^iOi, S x^ SpecC^) = H^{k, S^), le groupe qui est nul car k, est un corps 
fini. Ainsi 

^{Ao{Xk)) = 0. (3) 

Comme la surface X^ vérifie encore les hypothèses (Hl) — (H4), l'application 
$^ coïncide avec l'application $b : Aq{Xk) — )■ H^[Xk, Sx^) définie par Bloch [2], 
au moins à la p-torsion près. Pour les surfaces géométriquement rationnelles sur 
un corps parfait, c'est le Théorème 3 de fTQ. En utilisant les résultats de [9], on 
montrera dans l'appendice de cette note que ce théorème reste vrai, au moins à la 
p-torsion près, sous les conditions (Hl) — (H4). 

Pour la suite de la preuve, on raisonne à la p-torsion près. Soit C5 = Gal{K / K) . 
On a une suite exacte ([2j, [9j 3.6) 

H\(ô,K2K{Xk)/H\Xk,JC2)) ^ Ao{Xk) ^ H\K,Sx^). 

Sous l'hypothèse que Xk possède un zéro-cycle de degré 1, hypothèse qui est satis- 
faite ici, le théorème Hilbert 90 pour /C2 implique que le groupe H^{<Ô,K2K{Xj^)) 
est nul (15, corollaire 1 et remarque 5.2 pour le cas de la caractéristique po- 
sitive). De plus, sous les hypothèses (Hl) et (H3) de la proposition, le groupe 
H^{X^,}C2) est uniquement divisible d'après [9j 1.8. On en déduit que le groupe 
H^{&,K2K{Xji)/H^{Xii,]C2)) est nul. L'apphcation ^b = ^k est donc injective. 
Dans le diagramme (|2]), le noyau 1\1^{K, Sk) de l'application horizontale du bas 
est nul d'après le lemme ci-dessous. Ainsi l'application \ï' est injective. En compa- 
rant avec ([2]), on obtient le résultat. D 

Lemme 4. Soit F un corps fini, soit C/¥ une courbe projective et lisse, géo- 
métriquement intègre et soit K son corps des fonctions. Soit S un ¥-tore. Alors 

m\K,SK) = o. 



Démonstration. D'après [10] p. 199, on dispose d'une résolution flasque de S : 

O^F -^P^ S ^0 (4) 

où F est un tore flasque et P est quasi-trivial (i.e. son module des caractères est un 
module de permutation). Sur un corps dont le groupe de Galois est cyclique, tout 
module flasque est un facteur direct d'un module de permutation ([T^, [10]). Le tore 
F est donc un facteur direct d'un tore quasi-trivial. La suite (jl]) donne alors une 
inclusion m^{K, Sk) ^ Ui^{K, Fk) car H^{K, Fk) = d'après le théorème Hilbert 
90. Il suffit donc de montrer que UÏ^(K, RL/KGm) = pour L/K une extension 
finie. En utilisant le lemme de Shapiro, il suffit de montrer que UÏ^{L,Gm) = 0, ce 
qui résulte du principe de Hasse pour les algèbres centrales simples sur L (cf. par 
exemple pJTj 6.5.4). D 

Remarque 5. L'énoncé de la proposition n'est plus vrai si K est un corps de 
fonctions de deux variables sur F, même si X/W est une surface géométrique- 
ment rationnelle. En effet, soit P G X{¥), soit rj le point générique de X et soit 
rj' G X]f(x)(F(X)) le point rationnel correspondant. On dispose d'un accouplement 
BrXf^x) X ^o(^F(x)) — ^ Br¥{X), qui coïncide avec l'inclusion Br X ^-^ Br¥{X) 
sur Br X x ([?]'] — [P]). Si le groupe Br X n'est pas trivial, on en déduit que [t]'] — [P] 
est un élément non nul de Aq{Xy(x)) ■ 

Corollaire 6. Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des variétés 
projectives et lisses, géométriquement intègres, définies sur ¥, de dimensions res- 
pectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C. Supposons que la surface X/¥ 
vérifie les hypothèses (Hl) — (H4) du théorèmeUl Soit l un nombre premier, l ^ p 
et soit r > 1 un entier. L 'application naturelle 

HUXK,fif) ^ HUHX X C)/K,^,f) 

est surjective. 

Démonstration. De la suite spectrale de Bloch-Ogus (cf. [5]) 

Ef = H^{x^,H'^jf^r)) => Hi:\XK,f^r) 

on déduit la suite exacte 

HUXK.^^f) ^ Hli¥{X X C)/K,^^f') ^ CH\XK)/r 4 H%{XK.^^f). (5) 

La surface géométriquement intègre X possède un zéro-cycle de degré 1 (cf. [20J), 
on a donc de même pour Xk- Comme Aq{Xk) = d'après la proposition précédente, 

on déduit que le morphisme de degré CH'^{Xk) —¥ Z est un isomorphisme. Ainsi 
l'application composée 

CH'iXK)/f -^ HUXK^fif) ^ HUXK^fif). 

qui s'identifie au morphisme deg/Z'", est injective. On en déduit que l'application c 
du diagramme (^ est injective, d'où le résultat. 

D 



3 Compatibilité des résidus et réduction à Hf^(X x C^^if^) 

3.1 Notations et énoncés 

Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des variétés projectives 
et lisses, géométriquement intègres, définies sur F, de dimensions respectives 1 et 2. 
Soit K = ¥{C). Supposons que la surface X/¥ vérifie les hypothèses (Hl) — (H4) du 
théorème [H D'après la section précédente, tout élément de H^^(¥{X x C)/K^jj,f^) 
provient d'un élément de H^^{Xk, nf^). Le but de cette section est d'établir que tout 
élément du sous-groupe Hl^{W{X x C)/W,iif) de Hl^{¥{X x C)/K,iJ,f) provient 
d'un élément de Hl{X x C,iJ,f). 

Avec les notations ci-dessus, on a une suite spectrale 

i?r = H^iK, Hl,iXK, nf)) => m:\XK, ^^f\ (6) 

D'après la proposition O on a Hj^(Xj^,jj,f^) = iJ|^(X^,/ip^) = et on a des iso- 
morphismes PicX//''(l) ^ FicXj^/l^{l) -=> if|j(X^,/i^^). On dispose alors d'une 
flèche de bord 

d''^ : HiiXK,fif) ^ H\K,FicX/Fil)), (7) 

qui est un isomorphisme. 

Soit A un anneau de valuation discrète de rang un, de corps des fractions K, 
contenant le corps F. On a un modèle X Xf SpecA de Xk sur A dont on note 
Xk^ = X Xp /ca la fibre spéciale. Dans cette section on établit le résultat suivant. 

Proposition 7. Avec les notations ci- dessus, il existe une application 

d: H\Xk^,fiir) ^ H\kA,PicX/F) 
telle que le diagramme suivant 

HUXK^fif) ^HliX,,,fHr) 

di.2 d (8) 

w 

H\K, Pic X/rXl)) ^H%kA,PicX/r) 

où les flèches horizontales sont des applications résidus, est commutatif. 

Remarque 8. (i) On rappelle la construction des résidus dans la section 13.31 
(ii) Plus précisément, l'application d de la proposition est la composée de l'ap- 
plication naturelle 

i7|(X,„/i,0 ^ H'ikA,HliX-,^,f^ir)) 

et de l'identification H%{X];,^, nir) = Pic{X)/r. 



3.2 Une application de bord dans la suite spectrale de Leray 



Dans ce paragraphe, on décrit la flèche ([7]) à l'aide des techniques de 
Soit S un schéma et soit V un S-schéma propre. Soit A = Z/F où / est inversible 
sur V et soit D~^[V,A) (resp. D~^{S,A)) la catégorie dérivée des complexes bornés 
inférieurement des faisceaux étales de A-modules sur V (resp. sur S). Soit p : V ^ S 
le morphisme structural. Soit J-" un faisceau de A-modules sur V et soit F = Rp^^J^. 
On a une suite spectrale de Leray -^2^ = Hj^^S.R^p^F) =^ H^^^(y,J-'). Supposons 

Hl{S,R'p.J')=0. (9) 

Sous cette hypothèse, on dispose d'une flèche de bord 

d:Hl{V,T)^Hl,iS,R'p,T), (10) 

qui s'obtient comme suit. 

On dispose d'un triangle exact 

r<2F -> F ^ r>3F. (11) 

^^ ^ If {S, r>3F) = et tf(5, Ty^F) = 0. (12) 

La première égalité résulte du fait que le complexe t^^F est concentré en degrés 
strictement supérieurs à 2. La seconde résulte de l'hypothèse ([9]) et de l'identiflca- 
tion E['^(S', r>3F) = H^^{S,H^{F)) provenant de la suite exacte longue d'hyperco- 
homologie associée au triangle r<3(r>3F) — )■ r^-^F — > r^^F où EI^(5', r>4F) = et 
t<,{t^sF) = H^{F)[-3]. 

On obtient alors un isomorphisme 

(^:e3(5,r<2F)4tf(5,F) 

de la suite exacte longue d'hypercohomologie associée au triangle (llip . 

On a une application naturelle ip : EI^(S', r<2-F) — )■ Hj^{S,H'^{F)) provenant du 
triangle r<iF ^ r<2F ^ 1/2 ,^F) [-2]. 

On construit ainsi une application 

^ o y,-i : tf (5, F) ^ HiiS, H\F)) (13) 

où m^{S, F) = Hliy, T) et Hl{S, H\F)) = H^^S, R^p^J^). D'après [28] Appendix 
B, cette application coïncide avec l'application de bord ( 1TU|) . 

3.3 Applications résidu 

Soit S un schéma. Soit V un S'-schéma, soit j : t/ ■=— )■ V^ un ouvert de V et soit 
i : Z ^ V \e fermé complémentaire. Soit A = 7j/V où / est inversible sur V et soit 
F G OhD^iy^K). On a une suite exacte de faisceaux étales sur V 

-^ jiA -)■ A -^ i^A -^ 0, 



qui donne un triangle exact dans D^{V, A) 

RHom(i,A, F) -^ RHom(A, F) -^ RHom(j,A, F). 



En utilisant l'isoniorphisme d'adjonction |SGA4| XVIII 3.1.9.10, on obtient 

R Hom fi^A, F) = -Ri^ RHom fA, RvF) = i^,RvF, car Rf^ = Rf\ pour / propre 

et /^, est exact pour / un niorphisnie fini ; 

RHom(A, F) = F; 

R Hom (?iA, F) = Rj^ RRom iA, RjF) = RjJ*F car j, = Rj, et Rf = j* pour 

une immersion ouverte. 
On obtient ainsi un triangle exact 



i^Ri-F ^ F ^ Rj*j*F. 



(14) 



Soit F = jjifr-' où, plus généralement, F un faisceau de A- modules qui provient 
d'un faisceau localement constant sur S. Supposons que V et Z sont lisses et que Z 
est purement de codimension 1 dans V . Dans ce cas, on dispose d'un morphisme de 
Gysin F(— 1)[— 2] — )■ RiF (cf. [16j 1.2) qui est un quasi-isomorphisme par pureté 
(cf. JS(;A4| XVI.3.7). La flèche RVoRj^j*F -> RVoi^RiF[l\ provenant du triangle 
(I14p donne alors des applications résidus 



M3~l)\ 



H\U,iifr')^W-\Z,^ifr 

En particulier, cette construction donne les applications résidus du diagramme 
([HD (voir aussi ^6] et ^23] IIL1.2). 



3.4 Preuve de la proposition [7] 

Avec les notations de la proposition [71 soit S = Spec A. On note r] son point 
générique et s le point spécial. On a un diagramme commutatif 



X, 



kA ' 



-^ X Xjr S -^ 
P 

S- 



Xk 
Pt] 



1S 



JS 



V- 



Soit A = Z/r et soit J-" = /x®^. On a un diagramme commutatif 
^ P*J5! A ^ A ^ p*is*-^ ^ 



0- 



•JiA- 



■A 



■LA' 







(15) 



obtenu en utilisant l'adjonction de p* et p* et les identifications p^jiA = js\Pri*-A 
js[A et pJ^A = is*Ps*-^ = î5*A. 



On a alors un diagramme commutatif dans D^{S, A) : 

RHom f?iA, J^) ^ R Hom fi.A, J^)[l] 



REom{p*js\A, J^) 



R Hom (?'.(?iA, Rp^F) 



RHom(J5!A, r<2-Rp* J^) 



RHom(p*i5*A,J^)[l] 



RHom(z5,A,i?p,J-)[l] 



■ RHom (i,s'*A, r<2-Rp* J^) [1] 



(16) 



RHom(j5!A, R^p,F)[-2] RHom(z5*A, R^p,F)[-l]. 

Dans ce diagramme, le premier carré est déduit du diagramme f llSp . le deuxième 
carré est obtenu par adjonction et les deux derniers carrés proviennent de la construc- 
tion du paragraphe 13.21 par fonctorialité. 

D'après la proposition [21 on a R^p^T = PicX//^'(l) (voir aussi [23] VI 8.9). 
D'après la construction des résidus dans le paragraphe précédent, on a alors que 
l'application 

(resp. l'application H\K,PicX/r{l)) -^ H^{kA,PicX /F)) du diagramme (E]) 
provient de la ligne du haut (resp. du bas) du diagramme (|T6|) . si l'on applique 
le foncteur RF et si l'on prend ensuite l'hypercohomologie en degré trois. Par le 
même argument que dans le paragraphe 13. 2^ après cette opération les morphismes 
Li et L2 du diagramme (ITB]1 induisent des isomorphismes. En effet, la proposition 
[2] implique que le faisceau R^p^,J^ est nul ; on dispose alors d'un triangle exact 
T<2Rp*J^ — > Rp*J^ — )■ T>4Rp^J^ où le complexe r^^Rp^J^ est concentré en degrés 
strictement supérieurs à 3. 

Le diagramme ([8]) provient alors de la première et la dernière lignes du dia- 
gramme fiTBi) . n 



3.5 Réduction à //|(X x C, /if) 

Proposition 9. Soit ¥ un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des va- 
riétés projectives et lisses, géométriquement intègres, définies sur ¥, de dimensions 
respectives 1 et 2. Soit l un nombre premier, l ^ p. Si la surface X /¥ vérifie les 
hypothèses (Hl) — (H4) du théorème\I[ alors tout élément de H^^{¥{X x C)/¥, jjf^) 
provient d'un élément de H^i{X x C, /i®^). 

Démonstration. Soit K = ¥{C). Soit ^ un élément de Hl^{¥{X x C)/¥,fifr'^). 
Comme ^ est en particulier non ramifié par rapport à K, il provient d'un élément 
^' de Hl^{XKijjf^) d'après le corollaire El 
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On dispose d'un isomorphisme d^'^ : Hl{XK,nf) ^ H\K,FicX /r{l)) (cf. 
([7])). La proposition [7] implique que C," = d^''^{C') est non ramifié, i.e. 

CeHl{K/¥,PicX/F{l)). 

Par un argument analogue à [6j 4.2.1, on en déduit que C," provient du groupe 
Hl{C, PicX//^(l)). En effet, C est dans l'image de Hl{Spec Oc,c, Pic X/r{l)) pour 
tout point c de C, ce que l'on peut voir de la suite f lT^ . On en déduit que ^" provient 
de H}^{C,FicX/r{l)) en utilisant la suite de Mayer-Vietoris (cf. [6] 3.8.2). 

Notons TT : X X (7 — )■ C le morphisme de projection. Soit F = jif^^ vu comme 
faisceau étale sur X x C. En utilisant la proposition [21 on obtient que les faisceaux 
R}iï^,F et R^TT^^F sont nuls car c'est le cas pour leurs fibres géométriques. Le fais- 
ceau R'^TT^F s'identifie à PicX//^(l) (cf. |23] VI.8.9). Le groupe H%{C,^if) est nul, 
car cdiC < "i pour C une courbe sur un corps fini. La suite spectrale de Leray 
E'f' = HP(C, R'^'ïï^F) =^ H^^ '^(X X C, jjf^) donne alors un morphisme de bord sur- 
jectif Hl^{X X C,^fr^) — )• Hl^iC , Vie X / r [1)) . Par fonctorialité, on a le diagramme 
commutât if suivant 

Hl{XK.^^f)^^H\K,V\cX/V{l)) 



HliX X C^f )^i/i,(C,PicX/r(l)) 

Puisque Ç," = d^''^{^') provient de ifj^(C, PicX//''(l)), on en déduit que ^ pro- 
vient de i7|(X x C/i®^). D 



4 Fin de la preuve du théorème [T] 

Pour établir le théorème [H il suffit de montrer que le groupe H^j.{X x C, /uf ^) est 
nul. En effet, ce groupe s'identifie au sous-groupe de Z-torsion du groupe H^^{X x 
C, Q//Z;(2)), ce qui est une conséquence du théorème de Merkurjev et Suslin (cf. 
|22) p. 339). Puisque le degré de l'extension de F obtenue en ajoutant les racines 
/-ièmes de l'unité est premier à /, on peut de plus supposer que F contient les racines 
/-ièmes de l'unité par un argument de corestriction. D'après la proposition [9l tout 
élément du groupe H^y.{X x 0,7^/1) provient d'un élément de H^^{X x C,Z/l). Le 
théorème [U résulte donc de la proposition suivante. 

Proposition 10. Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C et X des va- 
riétés projectives et lisses, géométriquement intègres, définies sur ¥, de dimensions 
respectives let2. Supposons que la surface X /¥ vérifie les hypothèses (Hl) — (H4) 
du théorèmeUl Soit l ^ p un nombre premier. Supposons que F contient une racine 
primitive l-ième de l'unité. Alors l'image de H^^{XxC, Z//) dans H^{W{XxC), Z//) 
est nulle. 
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Démonstration. Soit G = Gal{¥/¥). Pour établir la proposition, on va utiliser deux 
lemnies suivants. 



Lemme 11. Supposons les hypothèses de la propositionïTU vérifiées. 

(i) On a alors une suite exacte où toutes les flèches sont des flèches évidentes : 



^ Hl{X,Qi/Zi{2)) ^ ifi(X]F(c),Q^/ZK2)) ^ 



-^HUX^,c),Qi/M2)f^0. (17) 



(a) L'application PicX ® Hj^{C,'Z/l) — ?■ H^^{X x C, Z//) induite par les cup- 
produits est un isomorphisme. 

Démonstration. Soient K = ¥{C) C f{C) et (S = Gal{K/¥{C)) le groupe de 
Galois absolu du corps ¥{C). La proposition [21 appliquée à X et à Xf^, implique 
que Hl{X,Qi/Zi{2)) = /f|(X, Q,/Z;(2)) = et que i7],(X^, Q;/Z,(2)) = 0. On a 
également Hl{C,Qi/Zi{2)) = car cdiG < 2. 

En appliquant la suite spectrale de Leray pour Xf(^c) ~^ SpecF(C), on obtient 
alors une suite exacte 

^ H\G,HliX^^c),Qi/Um ^ HUXf^c)Mi/M'^)) ^ Hi{X^^c),Qi/W^)f ^ 0. 

De même, les suites spectrales de Leray pour X — )■ SpecF et pour Xjp^^-) -^ 
SpecF(C) donnent 

H\G, H\X, Qi/Um ^ HliX, Qi/U2)), 
Hl{X^c)Mi/W^)) 4 Hl{XKMi/W^)f. 

Pour établir l'énoncé {i) du lemme, il suffit donc de montrer qu'on a un isomor- 
phisme i/|(X,Qz/Zi(2)) 4 iJ|(X^,Q;/Zz(2))®. Or ces deux G-modules s'identi- 
fient à PicX (g) Qz/Zz(l). En effet, d'après la propostion |2] appliquée à X et à X^, 
on a PicX/r(l) 4 Hl{X,^if) et PicXj^/r(l) 4 Hl{XK,^^P) pour tout r > 0, 
et la flèche naturelle PicX — )■ PicX^ est un isomorphisme. 

Montrons {ii). Comme les groupes de cohomologie ifJ^(X,Z/Z) et if;^j(C', Z//) 
sont des Z//-espaces vectoriels, les groupes Tor^' (iïJj(X,Z//), if|^(C', Z//)) sont 
nuls pour r > 0. La formule de Kunneth fournit alors une décomposition 

Hl,{X, Z/l) ®^ii Hi{C, Z/l) 4 HTAX X G, Z/l) 

i+j=m 

OÙ les flèches sont induites par les cup-produits (cf. |SGA4| XVII. 5. 4. 3). 

Pour m = 3 on obtient i/|(X, Z/l) 0^/^ Hl{C, Z/ï) 4 H%{X x G, Z/l), puisque 
les groupes Hl{X,Z/l), H%{X,Z/l) et H%{C,Z/l) sont nuls. 

D'après la proposition El PicX// 4 if|(X,Z//), d'où 

Hl{X X G, Z/l) = Vie X /l ®^,i Hl{C, Z /l) = Vie X®Hl{C, Z/l), 
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d'où le deuxième énoncé du lemme. D 

Soit L l'application naturelle 

L : [Vie X(dHl{C,Z/l)f -^ [PicX^Hl^{C,Qi/Zi{l))f -^ [PicX^¥{Cymi/^if ■ 

Le lemme suivant montre qu'on a une inclusion 

4(Pic X ® HltiC Z/l)f] C [Pic X ® ¥{C)*f ® Qi/Zi. (18) 

Lemme 12. Soit F un corps fini, soit G = Gal{¥/¥) et soit l un nombre premier, 
l 7^ car.F. Soit C une courbe projective et lisse, géométriquement intègre, définie 
sur ¥. 

(i) Pour P un G-module de permutation, le groupe H^{G,P®¥{G)*) est nul et 
l'application naturelle 

[P ® ¥{Gyf ® Qi/Zi ^[P® ¥{Gy ® Qi/Z,]^ 

est surjective. 
(a) Pour M un G-module de type fini sans torsion, on a 

H\G,M ® HUC,Qi/Zi{1))) = 0. 

(m) Pour M un G-module de type fini sans torsion, l'image de l'application 
naturelle 



[M ® Hl,{C, Qi/Zi{l))f ^[M® F (C)* ® Qi/Z, 



G 



est contenue dans le sous-groupe [M ® F(C)*]*^ (g) Qi/Zi de [M (g) F(C)* (g) 



/^if- 



Démonstration. Pour montrer l'énoncé [i), il suffit de considérer le cas où P = 
Z[G/if] où H = Gal{¥/L) est un sous-groupe ouvert de G. Pour tout G-module 
A et pour tout i > 0, on a H'{G,Z[G/H] ® A) 4 H\H,A) (cf. [27j 1.2.5 ou [24] 
p.59). On a donc H^iG^^G /H]®¥{Cy) = H\H,¥{Cy). D'après le théorème de 
Hilbert 90, on a H\H,¥{Gy) = H^{Gal{¥{G)/L{C)),WiCy) = 0. 
Le diagramme suivant 

[P ® ¥{Cyf [P ® F(C)*/F(C)*''']^ 



xl 



xl 



[P ® ¥{Gyf — - [P ® ¥{Gy i¥{Gy^ f 

est commutatif. En passant à la limite, pour montrer la deuxième partie de l'énoncé 
(i), il suffit de montrer que pour tout r > l'application naturelle [P ® F(C)*]'^ — )■ 
[P (g) F(C)7F(C)*'']^ est surjective. 
On a une suite exacte 

^ /ir ^ F(C)* -^ ¥{Gy/i^ir ^ 0. 
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On déduit que le groupe H\G, P ® ¥{C)* / fxr) est nul, car H^{G, P ® ¥(0)*) = 
d'après ce qui précède et H^{G,P ® /ir) = car cdiF < 1. La suite exacte de 
G-niodules 

-^ ¥{cy/i2ir "^ ¥{cy -^ ¥{cy /¥{cy^^ -^ o 

donne alors la surjection [P ® ¥{Cyf ^ [P ® F (C)7F (C)*'']^. 
Montrons l'énoncé (ii). On a une suite exacte 



0^/^P^M^O 



où P est un G-niodule de permutation. Cette suite est Z-scindée et elle reste 
donc exacte après tensorisation avec le groupe iîrj^(C', Q;/Z;(l)). Comme cdi¥ < 
1, le groupe H^{G,I ® -ffj((C', Q;/Z;(l))) est nul, d'où une application surjective 
H\G,P®Hl{C,Qi/Zi{l))) -^ H\G,M0Hl{C,Qi/Zi{l))). Il suffit donc de 
considérer le cas où M est un module de permutation. Par le même argument 
que ci-dessus, on se ramène à montrer que H^{H,Hj^{C,Qi/7ii{l))) = pour 
H = Gal{¥/L). Cela résulte du théorème de Lang [19j sur les groupes algébriques 
connexes sur un corps fini. En effet, on a ifj^(C', Qi/Z/(1)) = J(F){/} où J est la 
jacobienne de G et H^{H, J) = [loc. cit.). 

L'énoncé (ii) appliqué à / donne H^{G,1 Hj^{C,Qi/'Ei{l))) = 0, d'où une ap- 
plication surjective [P ^ Hl{C,Qi/Zi{l))f -^ [M ^ Hl{C,Qi/Zi{l))f. On déduit 
alors {iii) du diagramme commutatif suivant, dans lequel l'application 
[P ® ¥{Gy]^ (g) Qi/Zi -> [P ® F(C)* ® Qi/Zif est surjective d'après (i). 

[P C5 HliC Qi/Mm'' —^ [M » HliC Qi/Ul))f 



[P ¥{Cy Qi/Zif ^ [M (g) ¥{Cy (g) Qi/Zif 

[P fiCyf o Qi/Zi [M ^ ¥{Cyf ® Qi/Zi. 

n 

On passe maintenant à la preuve de la proposition [TUl 
Soient 

NHliX^çc)Mi/M'^)) = ker[i7|(X]F(c),Q//ZK2)) ^ H%¥iX x G),Qi/Zii2))]. 
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On a le diagramme commutatif suivant 



HUXy.C,Z/l) 



HUXrçc),^/l) 



-^HUXxC,Z/lY 



HUXf(c),Z/lf 



(19) 



où les applications horizontales sont surjectives car cdG < 1. 

Soit d : Hl{X x C,Z/l) -^ Hl{X^c),Qi/M'^))^ l'application diagonale de 
ce diagramme. Soit a G Hl^{X x C, Z//). Il suffit de montrer que l'image de a 
dans iï|j(XF(c),Z//) est incluse dans le groupe NH^^{Xv(^c),'^/^)- Le théorème de 
Merkurjev et Suslin [22] imphque que l'application H^{¥{XxC),Z/l) -^ H^{¥{Xx 
C), Qi/7ji{2)) est injective. Il suffit alors de montrer que l'image de a dans le groupe 
^|(^F(c),Qi/Zz(2)) est incluse dans NHl{Xf^chQi/Zi{2)). 

D'après le lemme [TT| le noyau de l'application horizontale du bas du diagramme 
(IT9|) s'identifie au groupe H^^{X,Qi/Zi{2)). Ce groupe est inclus dans le groupe 
NHl^{Xfi^c)i Qi/'^ii'^)) car pour X une surface projective et lisse, géométriquement 
connexe, définie sur un corps fini, le groupe H^j.{X,Qi/Zi{2)) est nul d'après [13j . 
p. 790. Pour établir la proposition [TUl il suffit alors de montrer que l'on peut relever 
d{a) en un élément ô de NH^^[Xv(^c)tQi/'^i{'^))- Pour construire cet élément on 
procède comme suit. 

D'après le lemme [TTl on a un isomorphisme 

(PicX ® HltiC Z/l)f ^ Hl{X X C, Z/lf 

induit par les cup-produits. L'image de a dans H^t{X x C, Zjï)^ provient alors d'un 
élément /3 G (PicX ® Hl^{C, Z/ï))'-^ . D'après (IT8|) . on a que i{j3) est un élément de 



(PicX ® ¥{CY)^ ® Qi/Zi. Soit 7 son image dans H^{X^c), 
alors le diagramme commutatif suivant : 



/C. 



\G 



i/Zi. On a 



i(/3) G [PicX^F(C) 



*^G , 



h/U [Pic X F(C7)* ^ Qi/Zi] 



G 



(20) 



7 G HHX^c),>^2)^®Qi/^i [H\Xf(^c),>^2)^Qi/^if. 



D'après les résultats de Colliot-Thélène et Raskind [9] 4.3, sous les hypothèses 



de la proposition [TU] l'application naturelle H^{Xp(^c)i^2) -^ H^{X 



^¥{C) 



,/C2)^ est 



un isomorphisme à la car.F-torsion près. On a donc que 7 provient d'un élément 

7' G iï'^(XF(c), /C2) ®Q«/Z/. On dispose d'une application if ^(Xf(c), K.2)®Qi/Zi -> 
NH^^{X^(^c)iQ.i/'^i{'^)) (voir [5J (3.11)). Soit 5 l'image de 7' dans ce dernier groupe. 
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On a un diagramme commutatif 



(21) 



5 E NHliX^^c), Qi/U^)) HliXf^c), Qi/U^)) 



G 



Soit X G X^^^ et soit [a;] sa classe dans PicX. L'image de [x] ® H^{C,Z/l) par 
l'application composée FicX (g) Hl{C,Z/l) -^ H\X^c},^2)/l -^ H^iX^c),Z/l) 
provient d'un cup-produit avec la classe canonique de x dans if^(Xf(^),Z//) (cf. 
[5], j3]). Ainsi d{a) est l'image de /3 par l'application composée 

[PicX ® Hi{C, Z/l)f A [PicX ® ¥{Cy ® Qi/Zif ^ 

^ [H\X^^c),}^2)^Qi/Zif ^ iJ|(XF(e),Q,/ZK2))^. 

D'après les diagrammes ([20]) et (JUD, c?(a) provient alors deô e NHI{X^q, Qi/Zi{2)). 

n 

Appendice : comparaison des applications $^ et $5 

Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit X une fc-variété projective et lisse, 
telle que la variété X /k vérifie les hypothèses suivantes : 
(Hl) H\X,Oji) = 0; 
(H2) 62-p = 0; 
(H3) NS{X) est sans torsion ; 
(H4) Ao(X) = 0; 
(H5) X possède un zéro-cycle de degré 1. 

Soit G = Gal{k/k). Soit 5* le A;-tore dual du G-module PicX (cf. proposition 
[2]). Sous l'hypothèse (H5), on dispose d'un torseur universel T sur X sous S (|12]) 

et on construit une application Aq{X) — )■ H^{k, S) ([TU] p. 198). 

Dans le cas où X est une surface, on dispose également d'une application 
$B '■ Ao{X)^H^{k, S) définie par Bloch [2]. Si de plus X est une surface géo- 
métriquement rationnelle définie sur un corps parfait, Colliot-Thélène et Sansuc 
ont établi que ces deux applications coïncident ([llj, Thni. 3). Dans cet appendice, 
on rappelle leur preuve et on utilise les résultats de Colliot-Thélène et Raskind [S] 
pour nous convaincre que les hypothèses (Hl) — (H5) suffisent, au moins à la p- 
torsion près. Par un argument de transfert, cette dernière restriction nous permet 
de ne considérer que des cycles ^ = ^UiXi de Aq{X) où Xi sont des points fermés 
de X dont les corps résiduels k{xi) sont des extensions séparables de k. 

Application $b. On suppose que X est une surface. On a une application na- 
turelle PicX (8> A;* — 7- H^{X,IC2), dont le noyau et le conoyau sont des groupes 
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uniquement divisibles par tout entier premier àp ([9], cf. proposition |2] ci-dessus) . 
On en déduit que l'application 

/3 : H\G, PicX ® F) -^ H\G, H\X, /C2)) (22) 

est un isomorphisme à la p-torsion près. 

Soit Y G X nn diviseur et soit U G X l'ouvert complémentaire. Soit x G X^^'' 
un point qui n'est pas dans Y, soit D^ l'adhérence de x dans X et soit vr^ : D^ — > D^ 
la normalisation de D^. Soit k{x)^ le groupe des fonctions rationnelles sur D^, qui 
sont inversibles en tout point de tt~^{Y). On a un complexe (cf. p. [3]) 

K2HX) ^ HxT ^ z, 

d'où une suite exacte 



O^Zy^ kixTy ^ (0 Z)y ^ 0, (23) 

où le terme de gauche (resp. de droite) est défini comme le noyau (resp. l'image) de 

la restriction de di au groupe du milieu. En particulier, on a une application Zy — )• 

H^{X, JC2). En passant à la cohomologie dans la suite (123|) . on obtient une applica- 


tion d : H^{G, ( Z)y) — ?• H^{G, Zy). Par composition avec l'inverse de l'applica- 
xex 


tion /3 on obtient alors une apphcation ^b,y '■ H^{G, ( Z)y) -)■ H^{G, PicX(g)/c*) 

définie à la p-torsion près. 


D'après la construction, le groupe ( Z)y est inclus dans le groupe des zéro- 

x&X 

cycles de degré zéro sur U. D'après [llj p. 426, l'hypothèse Aq{X) = implique que 

l'élément ^ provient d'un zéro-cycle ^' sur X tel que le cycle ^' sur X appartient au 


groupe ( Z)y construit comme ci-dessus pour certain Y G X. En effet, on peut 

_ xex 
écrire ^' = div (^^^-,^ /j|/).) où Di G X sont des courbes intègres et fi G k{Di)*. 
Soit Tii : Di ^ Di la normalisation de Di. On peut alors prendre U un ouvert 
de X contenant 7rj(div^.(/j)) et Y son complémentaire. Notons que dans cette 
construction on peut de plus supposer que Pic t7 = 0. On pose alors 

<î>b(0 = ^bAO- 

Application $'^. Soit U G X rni ouvert tel que Pic [7 = 0. On a une suite exacte 
des G-modules 

0-^fc[[/]7r ^DivyX->PicX-^0. (24) 

Soit 

l^ S ^ M ^Ru ^l (25) 
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la suite duale. 

D'après [12] 2.3.4, la projection k\U]* — )■ k\U]* /k* admet une section a (en 
général, cela est assuré par l'existence d'un torseur universel). La section a donne 
une application ((>„ : U ^ Ru- D'après [T2] 2.3.4, la restriction de T = T'^ à U 
se déduit via (pa du torseur M défini par la suite f l25|) . Soit x un point fermé de 
f/, tel que son corps résiduel k{x) est une extension séparable de k. Alors $'^(x) G 
H^(k, S) ^ Ext^(S', k*) est obtenu de la classe de l'extension ( 12^ via 



Ext^(^, k[U]*/k*) A ExtliS, k[UY) "^ ExtliS, {k{x) ®k k)*) '''^" Ext^(5, k*) 
(cf. [TI] p. 425). 

Comparaison. Considérons un accouplement 

A;(x)^ X DivyX ^ k 

défini comme suit. Soit / G A;(a;)^, soit D l'adhérence de x dans X et soit -k : D ^ D 
la normalisation. Soit A C X un diviseur irréductible à support dans Y et soit 
7r^^(A) = Yli^i{yi)- Oïl pose (/, A) = !!/(?/«)"'■ D'après [2j A. 8, le diagramme 



kixfy X DivyX ^ k 

A 
div 



(0 Z)y X fc[f/]7A;*^^^^A;*. 

est commutatif. En effet, soit g G k\p]* /k* et soit (?' son image dans k{x)* /k*. Il 
s'agit donc de vérifier que /{divoig')) = 5''(div/)(/)), ce qui résulte de la loi de 
réciprocité de Weil. 

On obtient ainsi un diagramme commutatif 



- e fc(x) 

xeuw 



( e Z)y 
xex 



^Hom(PicX,Â:* 



-^ Hom(DivyX, k*) ^ Hom(fc[C/]*/fc*, k* 



-^0. 



(26) 



On a aussi un triangle commutatif 

Zy ^ H^ (X, /C2) -^ Pic X(g)k* 



(27) 



Hom(PicX,r) 



où l'application de droite est déduite du produit d'intersection sur PicX ([2] A. 11). 
En effet, on dispose d'un accouplement H^{X, /C2) x Div-pX — )• k* compatible avec 
le produit d'intersection sur PicX. Pour A G DivyX une courbe irréductible dont 
on note A — t- X la normalisation, l'accouplement est défini par H^{X,K,2) -^ 
H^{A,K,2) -^ k* où l'application if^(A,/C2) — )■ k* est induite par la norme (cf. 
loc. cit.). 

On déduit de f l2B]) et fl7r|) le diagramme commutatif suivant (défini à la p-torsion 
près) 







H%G, ( Z)y) H\G, Zy) R^(G, PicX ® k*) 



Y{omG{k[U]*/k\k*) ^//^(G, Hom(PicX, A;*)). 


D'après la construction, pour tout ^ G H^{G, ( Z)y) C Ao(X), on a alors que 

x£X 
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